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Série n° 5 



.Exercice 1. 



Pour chacune des matrices suivantes on dira s'ellle est inversible ou non : 



A = 



D = 



<? = 




B» 



E = 



H = 




C = 

F = 

1 
1 






1. Dans le cas où la matrice est inversible, on calculera l'inverse. 

2. En déduire la solution du système à trois équations et à trois inconnues 

-x + y - z = -2 
2x-2y-2z = 4 . 
( 3x ~ ly - z = 10 

Exercice 2. 

Soit A € À4„(R) une matrice non nulle telle que A 3 + A 2 -+- A = 0. Montrer que A 2 + I n 
et A 4- /„ sont inversibles, et que A 3 - /„ n'est pas inversible si A est non nulle. 

Exercice 3. 

Soit la matrice : 




1. Calculer A 2 . Vérifier la relation A 2 - ZA + 2/ 3 = 0- 

2. En déduire que A est inversible et calculer A~ l . 



Exercice 4. 
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Soient les matrices : 

2 1 1 \ / 1 1 1 

A i 1 2 1 ) et B m I 1 1 1 

r*l 2 / \ i i i 

L Calculer B 2 puis B" pour tout n G N*. 

2. Vérifier que B + J 3 ■ A et en déduire 4 n pour tout n G N'. 

S 

Exercice 5. 

Dans R 3 *, trouver la matrice de passage P de la base canonique (ei»62, 63) à la base 

4- (0,1,1). 4 = (1,0,1), e' 3 = (1,1,0). 
Calculer P -1 . 

Exercice 6. t 

Soit V un K— espace vectoriel, de dimension 3 et (01,02,03), {o\,a^,a' s ) deux bases de V 
telles que : 

ûi=ai. 02=01+02, 03=01 + 02 + 03. 

1 . Trouver la matrice de passage P de la base (ai , 02, 03) à la base (a^ , ag, a' 3 ) . 

2. Calculer P~ l . 

3. Généraliser le résultat à un espace vectoriel V de dimension n sur K. 

Exercice 7. 

Soit V = {ar 2 + y3£ + 7 / a,/?, 7 € R} et / l'endomorphisrne de K dont la matrice dans 
la base (l,*,**)est : 

'001 

10 

1 

1. Montrer que B = (3t 2 + 2t, M 2 + 2t + 1, 7* 2 + 5* + 3) est une base de V. 

2. Trouver la matrice de / dans la base B. 

Exercice 8. 

Soit A l'ensemble des matrices de la forme : 

(a+ b a — b + c a— c 
a — 6 — c û + 6+ e 

ai* c a + 6 — c a— ô 

où a, b, c sont des éléments de K. 

1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de A-J.i(X) 

2. Trouver une base de ce sous-espace vectoriel. 

3. Soit / rendomorphisme de K 3 dont la matrice dans la base canonique (e lï e2,e 3 ) est 
A(a t b,c). Trouver la matrice de / par rapport à la base (e^e^e^) : 

fij = ei + e 2 + e 3 , ej = e 2l e 3 = e 3 . 
48 
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Correction de la série 7i°5. 
Exercice 1. 

1. Pour répondre à cette question nous allons utiliser la méthode de Jordan 
. ( Utilisation d'opérations élémentaires ) 

[2 Va 7\ 

a) La matrice A - 5 } n'est pas inversible car Bon déterminant 

est nul. 

/l 1 1\ 

b) La matrice B m 1 1 I est inversible car son déterminant est nul f 

V o o i / K 

det(>l) = 1). Calculons son inverse : 



1 1 1 

1 1 

1 

1 
10 
1 



In 



£2- £3 



1 
1 

1 

1 -1 

Ol-l); donc B~ l = 
1 



1 1 

1 

1 

1 -1 

1 -1 

1 



1 -1 

1 -1 
1 



Li 



L\ ~ La 



( 



Autre méthode : 

Soit (î.y,*) et (ï',î/,z') (= R3 te ]s que : son déterminant est nul. B ( y 

* l 

y' I . On a : 



<'->' ! y 



X 

y 

z 

X 

y 

z 



y 1 




x=x'-y> 

y = 1/ - z' *=> 



z = z' 



x + y 4- z = x' 
<==> ^ y + z = tf 

1-10 

; donc5 -1 = | 1 -1 
1 
/3 2\ 

c) La matrice C = I 5 7 I n'est pas inversible car det(C) = 0. 

d) On a : 



1 -1 
1 -1 
1 



4 3 2 
det(D) = 2-10 
1 2 1 
n est pas inversible. 



il — L t -2L 3 



2 -1 

2-10 
1 2 1 



2 -1 
2 -1 



= 0; donc D 
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e)det(E) = 

*(l s)- 



5 -4 
-8 6 



= -2; donc E est inversible et E~ l = t-tWô Com(E) = 




/ 
1 O \ 

-| O -J 



2 

Il 1 
J i 

4 

1 

"î 

4 

O 



1 -3 -1 

-2 7 2 
3 2-4 
1 -3 -1 
O 1 O 
O 11 -1 
nx -1; donc G est inversible, et 



i -a -i 




-2 7 2 


3 2-4 


1 -3 -1 




1 


2 


0-1 





Z^ + 2L, 




1 


-3 


-1 





1 








11 


-1 




-3 








1 











-1 



1 

2 1 
-3 1 


j L 3 — L3 - 


26 11 
2 1 
-25 - 


Il 1 } 


1 

1 


32 14 -1 \ 

2 1 


1 


25 11 -1 / 



50 



^ETlttJP 



.corn 







donc G" 1 = 



/i)Ona:det(/f) = 





-1 






1 



-i 
-i 



i 

1 

-i 

-2 



1 

1 



-1 



1 


1 1 


-1 


-1 


-1 


-2 -1 



1 1 1 


























1 


= — 


l 
-1 


= — 1 5^ 0; donc H est inversible, et 


0-10 






/ 1 1 1 


1 \ t 1 1 1 


•10 


-10 11 


10 


£3 * — £3 — L2 


-10 11 


1 


-1-10 1 


10 


i/4 i Is^ — i*2 


0-1-1 


0-110 


^-1 -1 -1 


1/" ~ ~* 


-1-2 fl 


0-101 


/-l 1 1 


1 \ 


/ -1 1 1 


1 


| 1 1 1 


10 


£3 * £3 +- Lg 


111 


10 00 


0-1-10 


0-110 


L 4 * — L 4 + Lz 


1 


1-110 


. -1-2 -1 


-1 1 / " 


. 0-10 


1-10 1 


/ -1 1 1 


1 \ 


/ -1 1 


-12 -10 


111 


10 


L\ * — L] — L4 


110 


1-10 


0-10 


1-10 1 


1*2 * *>2 — *-J\ 


0-10 


1-10 1 


^ 1 


1-110/ 


,0001 


1-110 




/ -1 


1 -1 1 \ 


L x * — L x + L z 


10 


10 -11 


L, a L x 


L% < — L 2 + L 3 


0-10 


1-10 1 


L$ « L3 




^0001 


1-11 ) ' — ' 


( 1 Û 


-1 1 -1 \ / 


-1 1 -1 \ 


10 


10-11 




10-11 




10 


-110-1 


; donc H' 1 = 


-110-1 




\0 1 


1-110/ V 


1-110/ 


2. Le système : 

























s'écrit aussi : F 



_3 S 

J i 




-x + y-z= -2 

lx - 2y - 2z = 4 

[ 3a: - ly - 2 = 10 

4 I ; comme F est inversible et que F" 1 

»/ 

_3 2 1 

I 1 i 

! 1 * 

4 



- -\ 




Exercice 2. 
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On a: 

43 + A* + A = <=► A 3 + A 2 + -4 4- /„ = /„ «=* A 2 (A + / n ) + 7„(A + /,) = h 
(A 2 + / n )(A + /„) = /.; 

demème. A 3 4- A 2 + A = <^ A* + A 2 + A± I n = l n <^* {A + I n )A 2 + (A + I n )I n = 
J n <=> (A + I n )(A 2 + J n ) = /„ ; donc (-4 + J n ) ( resjx [A 2 + / n ) ) est inversible d'inverse 
(A 2 + i«) ( resp. (A + / rt )). 

D'autre part, -4 3 + A 2 + -4 - <^=> A(A 2 + A + /„) - =J> A(A 2 + A + J„)(A - /«) = 
<=> >l(-4 3 - I n ) = car (A 2 + A + /„)(A - /*) = A 3 - /„; si A 3 - /„ est inversible, alors 

A{A 3 - /„) = <=* (.4(>l 3 - 7 n ))(A 3 - /n)' 1 = <=> A = ceci contredit l'hypothèse 
A =£ 0; donc A 3 - f„ n'est pas inversible. 



Exercice 3. 
Soit la matrice : 




l.Ona: 

/ 1 -1 

A 2 = -3 4 -3 

\ — 1 1 

/ -2 3 
A 2 -3A + 2/ 3 = -9 10 -9 I ? 

\ -3 3 -2 
0' 



2. En déduire de 1. que A 2 -3A + 2J 3 = 0«^/ 3 = -\A 2 +\A - A{-\A + 
\h) m (-±A + lh)A\ donc A est inversible et A' 1 = (-1 A + §/ 3 ). 




Exercice 4. 

/ 1 1 1 \ / 1 1 1 \ /3 3 3 \ 

1. On a : B 2 = 1 1 1x111 = 33 3 =35. 

\\ \ \ ) \l 1 1 } \3 3 3/ 
Montrons, par récurrence sur n, que B n = 3 n_1 B; la propriété est vraie pour 
n = 1, 2; supposons qu'elle soit vraie à l'ordre n, alors 

£" +1 =£"xfî= (S"- 1 ^) xB = 3" _1 B 2 = 3 - 1 x 3B = 3 n B. 

2. Il est clair que B f /3 = A. Comme Bxl$~ I$x B, 

A n =(B+hy=j2c k «B k (hr\ 

fc=0 
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avec B° = (/ 3 )° = h; on a : 

EU<W»)- 4 = ELo^s fc = EL, c*b* + h = EL.W-'B) + 

4 = (Et-i C*3*-')B + /,= 1(EL, PÏ3*)B + /a = |(ELoCÎ3* - 1)8 4- /, = 
I(4 n -l)S + / 3 . 



».» 



Exercice 5. 
On a: 

e 7 , = (0, 1, 1) = e2 + es, 4 = (1,0, 1) = ei + e$ et ej =; (1, 1, 0) = t\ -f e2i donc la matrice 
de passage de (ei,e2,e 3 ) à (< t «4 f ^) est : 



P = 



P * est la matrice de passage de la base fej, e^, e i) & 1 & base (ej, e 2l e :t)- O n a : 
[e\ = e 2 +e 3 ( e, = ^-V, + é, + «y / -1 1 1 

< ei = ej+e 3 <=>■ < e 2 = |(e', - e^ + e 3 ) ; doue P" 1 = |( 1 -11 




Exercice 6. 

1. La matrice de passage de la base (ai, 03,63) à la base (ai ,02,03) est : 




2. P * est la matrice de passage de la base (a^ai;, a 3 ) à la base ' m ^2,03) : 



0! =a x 
Oj = aj + a 2 
I 03 = ai + 02 -f a 3 



ai =Oj 
02 = a^ - a', ; 

a 3 = aï, - a' 2 



1-10 

donc /"'-lOI -1 
1 

3. Soit V un K-espace vectoriel de dimension n et (ai 1 02i... ! o n ) > (ai,aa l ... l aj l ) deux 
bases de V telles que : 

a\ = a u 4 = a! + oa, . . . , a^ = a, -t- a 2 + h a„. 
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La matrice de passage de la base (ai, 02,. . . ,a„) a la base (a^o^,. • -,a' n ) est : 

/Il ••• 1 \ 
•• •■ i 



P^ 



: '•. •- 1 
\0 -•• 1 



La matrice de passage de la base (a'^a'j, . . . , a' n ) à la base (ai, 02» •••t a n) est P 



-1 



ai = ai 



aj = ai + 02 J a? = a^ — a\ ' 



d'où P" 1 = 




a! = a' x 



û" = < - d- 



Exercice 7. 

1. L'espace vectoriel V est de dimension 3 : (l t t,t 2 ) est une base de V. Pour montrer 
que B est une base il suffit de montrer que B est libre ou génératrice. 
B est libre . 

Soient o, 0, A e R tels que : û(3£ 2 + 2£) -h /?(5t 2 + 3t + 1) + A(7i 2 + 5i + 3) = 0, alors 
a(3*2 + 2£) 4- /?(5* 2 + 3* + 1) + A(7* 2 + 5£ + 3) = •*=> (3a + 5/3 + 7A)t 2 + (2a + 3/3 + 



5A)é+(0 + 3A) = O 



£=-3A 
3q - 15A + 7A = 
2û - 9A + 5A = 



o = /3 = A = 0; donc B est libre. 



3û + 5/3 + 7A = 
2a + 3/3+5A = 

£+3A = 
0=-3A 
3a - 8A = * 
2a - 4A = 
B est génératrice. 
Soit ai 2 H- /3i + 7 6 K; Cherchons a,6,c € R tels que : 

<ri a +/3t + 7 =û(3i 2 + 2£) + 6(5r 2 + 3i+l) + c(7£ 2 + 5£ + 3) (*). 
On a : (*) -*=> (3a + 56 + 7c)t 2 + (2a + 36 + 5c)* + (6 4- 3c) = at 2 H- 0t + 7 



.B 



6 = -3c + A 

3a-15c + 5A4-7c = a 
2a - 9c + 3A + 5c = P 



3a + 56+ 7c = a 
2a + 3fr+5e = 
b + 3c = A 
a = -a + 2/? - A 

6 = J(6a - 9/3 + A) ; donc B est génératrice. 
c= *(-2a+3/3 + A) 
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2. La matrice de passage de (1,2, r ) à la base B est : 




Calculons P" 1 : soient (x, y, z), (V, j/, z 7 ) 6 R, alors F 






2ï = 42 - 3z' + y' 



y + 3z = i' 

3a: -f 5y H- 7* = s' [ 3a: 

y= -3z + x' 
x = i(4; - 3x' + ï/) 



y = -3z-f a^ 
2x + 3(-3z + z') + 5z = j/ 
5y 4- 7z = z* 



-3x' + y') + 5(-3z-f^) + 7z=z' [ z =\x' + f/ - hf 

f *•=*(*■' + 3/- 2z0-3x'+t/) = *(-2z' + 4y'-2z^ 

{ y=-3(^ + ^-iy) + ^=V-ïy' + l2' *=> 



donc P" 1 = \ 



Mat B (/) 



et la matrice de / dans la base B est : 




*= }(-4ï / +8t/'-42 / 
y = -J(x'-V + 6z') 

* = 4 I ( a: ' + 3y , -2z')> 



Exercice 8. 



l.A est non vide car la matrice nulle appartient à A. Soient A(a t b lC \ Aia'U d) € A 
et a, /? G K, alors ' 



QA(a,b 1 c)+f3A(a , 1 i/ 1 c') = 



(aa + f3a') + (ab + fâ) 
(aa + 0a') - (a6 + 0b') - (qc + ^) 
{aa + 0a') + (ac + 0ç t ) 
(aa + /?a') - (ûi. + /3V) + ( QC + pd) ' {aa + ^ _ (QC + ^ 

, (a ? + ^ ("A + Pc') + (a6 + £0 + (oc 

(aa + 0a') + (a6 + ,06') - (oc + £•) ( aû + a >) - (a* + 0V) 

= J 4(aa + ^a' P a6 + /36 , ,ûc + /îc') e A 
55 



^ETIWJP 



xom 



2. Tout élément A(a, b, c) de A s'écrit : 

A(a,b } c) = «4(1,9,0)+ 6^(0,1,0) + 071(0,0,1), 

donc ( vl(l, 0, 0), 4(0, 1,0), A(Q\X*, 1) ) est une fammille génératrice de A. D'autre part, 
pour tous û, A A € K tels que : 0,4(1,0, 0) -I- /M(0,1, 0) 4 ÀA(0,0, 1) m 0, on a : 

a-4(l,0,0) 4/3/1(0,1,0) + M{0, 0, 1) = ^ A(a, 0, A) = «=* a =/3=A = 0; 

donc ( .4(1,0, 0), 4(0,1,0), -4(0,0, l) ) est une fammille libre de A; par suite ( 4(1,0,0), 
A(0 t 1, 0), -4(0, 0, 1) ) est une base de A. 

3. Soit / l'endomorphisme dû K 3 dont la matrice dans la base canonique (ei,e 2j e 3 ) est 
-4(0,6,0). Trouver la matrice de / par rapport à la base (ei.ej.ei) : 

ei = e 1 +e 2 + C3, e 2 = e 2t e 3 = e 3 . 
La matrice de passage de B = (e u ej, e 3 ) à S = (é Xl efc eQ est : 

P = 

la matrice de / dans la base B' est ; 

M&t B >(f) = p- 1 A(a 1 b t c)P. 
Ona:P-i= [ -1 i J, d'où 

a + 6 a~b+c a -c 

a + c û+6-c a -b 
3a a-6+c a- c \ 

û ~ & / \0 2(6- C ) c - b 




Matfli(/) = 


/ 1 
[-110 




\ -1 1 




/J o o 


ai 


-110 




V -i 1 
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^ ^ Contrôles Continus ^ ^ 
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Q 

et encore plus.. 



